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Résumé : Le théorème de Borel-Weil-Bott dérit la ohomologie des brés
en droites sur les variétés de drapeaux. On généralise ii e théorème à une plus
grande lasse de variétés projetives : les variétés magniques de rang minimal.
Abstrat :(Cohomology of line bundles over wonderful varieties of minimal
rank) The Borel-Weil-Bott theorem desribes the ohomology of line bundles
over ag varieties. Here, one generalizes this theorem to a wider lass of pro-
jetive varieties : the wonderful varieties of minimal rank.
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2Introdution
On se plae sur un orps k algébriquement los de aratéristique nulle et
on onsidère un groupe linéaire G semi-simple et onnexe sur k.
On se donne une variété projetive X munie d'une ation de G et un bré
en droites
(†) π : L→ X . On suppose que π est G−linéarisé i.e. : G agit sur L,
π est G−équivariant et l'ation de G est linéaire dans les bres de π.
La suite des groupes de ohomologie Hd(X,L) (d ∈ Z≥0) forme alors une
suite de représentations de dimension nie du groupe G.
Quelles sont es représentations du groupe G ?
En degré d = 0, -à-d pour l'espae des setions globales, on trouve dans
[Brion89℄ une desription omplète pour le as où la variété X est sphérique
(i.e. normale et ave une orbite ouverte d'un sous-groupe de Borel de G). Mais,
en degré d quelonque, il n'y a pas de réponse dans un adre aussi vaste.
Néanmoins, lorsqueX est homogène, autrement dit une variété de drapeaux,
il y a le théorème de Borel-Weil-Bott qui dérit très simplement les groupes
de ohomologie Hd(X,L) : ils sont tous nuls sauf au plus en un degré, où l'on
obtient une représentation irrédutible de G.
On a aussi une desription expliite dans le as des ompatiations de
groupes (i.e. des ompatiations de l'espae homogène K × K/K pour un
groupe semi-simple K), f. [Kato℄ et [T℄.
Le but de et artile est de généraliser le théorème de Borel-Weil-Bott à
la lasse des variétés magniques de rang minimal. Les variétés magniques
ont été introduites dans [DeConini-Proesi℄ et [Luna96℄. D'après [Luna96℄,
les variétés magniques sont toutes sphériques. Les variétés magniques de
rang minimal sont partiulièrement étudiées dans [Ressayre℄. Cette lasse de
variétés, dont nous rappellerons la dénition, omprend notamment les variétés
de drapeaux et les ompatiations magniques au sens de [DeConini-Proesi℄
des espaes homogènes K ×K/K (K est un groupe adjoint), PGL2n/PSp2n,
E6/F4.
An d'obtenir la desription des groupes de ohomologie des brés en droites
sur une variété X magnique et de rang minimal, on utilise une déomposition
de X en ellules de Bialyniki-Birula. On fait ensuite intervenir un omplexe
de Grothendiek-Cousin qui met en jeu des groupes de ohomologie à support.
Si on note g l'algèbre de Lie de G, es groupes de ohomologie à support sont
naturellement des g−modules. L'étude de es g−modules et de la déomposition
ellulaire de la variété X se trouve simpliée quand on se plae dans le adre
des variétés magniques de rang minimal. Et ela sut pour arriver au résultat.
Cette méthode est elle utilisée dans [Kato℄ et [T℄ pour obtenir, pour haque
groupe adjoint K, la ohomologie des brés en droites sur la ompatiation
de l'espae homogène K × K/K. On ajoute ii l'étude de ertaines ourbes
(†)
en fait, dans l'artile on raisonnera plutt ave des faiseaux inversibles
3irrédutibles sur la variété X (f. les setions 9 et 10) et ela permet de traiter
ensemble les as de toutes les variétés magniques de rang minimal.
Avant d'énoner le théorème prinipal (le théorème 3.1) de et artile on va
introduire quelques notations et rappeler quelques dénitions :
1. Notations onernant le groupe
Soit G un groupe algébrique linéaire semi-simple onnexe et simplement
onnexe sur k, d'algèbre de Lie g. On hoisit B un de ses sous-groupes de Borel
et T un tore maximal de B ; on appelle B− le sous-groupe de Borel opposé
à B, relativement à T (i.e. tel que B− ∩ B = T ). Soient Φ et W le système
de raines et le groupe de Weyl de (G, T ). Pour toute raine α ∈ Φ, on note
α∨ : k∗ → T la oraine orrespondante. On notera Φ+ l'ensemble des raines
positives relativement à B, ρ la demi-somme des raines positives, et, si w ∈ W ,
on pose w ∗ λ := w(λ+ ρ)− ρ pour tout aratère λ de T . Soient ∆ la base de
Φ dénie par B et l la fontion longueur orrespondante sur W .
Soit X le réseau des aratères de T . Étant donnés un aratère λ de T et
un sous-groupe à un paramètre ν : k∗ → T , on notera 〈λ, ν〉 l'unique entier tel
que :
∀ s ∈ k∗, λ(ν(s)) = s〈λ,ν〉 .
On dira qu'un aratère λ de T est dominant si pour toute raine positive
α ∈ Φ+, 〈λ, α∨〉 ≥ 0 et qu'il est régulier si pour toute raine positive α ∈ Φ+,
〈λ, α∨〉 6= 0.
Soit (ωδ)δ∈∆ la base des poids fondamentaux ; elle est formée des aratères
de T qui vérient :
∀ δ, ǫ ∈ ∆, 〈ωδ, ǫ
∨〉 =
1 si δ = ǫ0 sinon.
Lorsque λ est un aratère de T tel que λ + ρ est régulier, il existe un
unique wλ ∈W tel que wλ ∗λ est un aratère dominant. Dans e as, on note
λ+ := wλ ∗ λ e poids dominant et on pose : l(λ) := l(wλ).
Pour tout aratère dominant λ de T , on note L(λ) leG−module irrédutible
de plus haut poids λ.
Enn, on notera (·, ·) un produit salaire W−invariant sur X⊗
Z
Q.
2. Variétés magniques
Suivant [Luna96℄, une variété algébrique X munie d'une ation du groupe
G est appelée magnique si :
1) X est lisse et omplète ;
42) G possède une orbite dense, X0G, dans X dont le bord, X \ X
0
G est une
réunion de diviseurs premiers Di, i ∈ {1, ..., r}, lisses, à roisements normaux
et d'intersetion non vide ;
3) pour tous points x, x′ ∈ X , si {i : x ∈ Di} = {i : x′ ∈ Di}, alors
G.x = G.x′.
*
En fait, la G− variété X est entièrement déterminée par son orbite ouverte
X0G. On dit aussi queX est la ompatiation magnique de l'espae homogène
X0G.
Dans le point 2) de la dénition les Di sont les diviseurs limitrophes de X
et l'entier r est le rang de la variété magnique X . La variété magnique X a
exatement 2r orbites de G dont une seule est fermée. Nous noterons F ette
orbite.
Par exemple, les variétés magniques de rang 0 sont les variétés de drapeaux
G/P où P est un sous-groupe parabolique de G. Une autre famille de variétés
magniques est formée par les ompatiations magniques de groupes ad-
joints onstruites dans [DeConini-Proesi, 3.4℄. Dans e as le rang r est le
rang du groupe.
Les variétés de drapeaux et les ompatiations de groupes font partie
d'une lasse ommune de variétés magniques : les variétés magniques de
rang minimal. Nous rappelons leur dénition i-dessous.
2.1. Variétés magniques de rang minimal.  Soit X une G−variété
magnique.
L'orbite ouverte de G dans X est isomorphe à l'espae homogène G/H où
H est un sous-groupe fermé de G. Le rang de X vérie toujours :
r ≥ rang(G)− rang(H)
(où le rang d'un groupe est la dimension de ses tores maximaux)
Définition 1.  Lorsque r = rang(G)− rang(H), on dit que X est une var-
iété magnique de rang minimal.
N. Ressayre a lassié toutes les variétés magniques de rang minimal :
elles s'obtiennent toutes par produit, par reouvrement ni ou par indution
parabolique (f. [Luna01, 3.4℄ ou la dénition 7 p. 37) à partir des variétés de
drapeaux et des ompatiations magniques des espaes homogènes suivants
(f. [Ressayre℄) :
K ×K/K pour un groupe K adjoint ;
PGL2n/PSp2n , ;n ≥ 2 ;
5E6/F4 ;
PSO2n/PSO2n−1 ;
SO7/G2
(pour se ramener au as simplement onnexe, les ompatiations de es es-
paes homogènes sont munies de l'ation du revêtement universel de G).
2.2. Raines sphériques.  Soit X une G−variété magnique. Comme
pour le groupe G, on va xer quelques notations onernant la variété X :
notamment un sous-groupe parabolique QX de G et un ensemble ni ΣX de
aratères de T : les raines sphériques de X .
Pour dénir QX et ΣX , on note z le point-base de X ; 'est l'unique point xe
du sous-groupe de Borel B−. Le sous-groupe paraboliqueQX est le stabilisateur
de z dans G.
Le point z est dans l'orbite fermée F de X et si on note TzX et TzF les
espaes tangents en z de X et de F , ΣX est l'ensemble des poids du tore
T ⊆ QX dans le quotient TzX/TzF .
Dorénavant, on notera Q = QX le sous-groupe parabolique assoié à X .
Remarque : en fait, l'ensemble des raines sphériques, ΣX , est une base
d'un système de raines (f. [Brion90a, 3.4 et 3.5℄)
2.3. Groupe de Piard.  Soit X une G−variété magnique.
Rappelons ii omment est assoié un aratère du tore à haque faiseau
inversible L sur X .
Un tel faiseau admet une unique G−linéarisation sur X ar le groupe G est
simplement onnexe (f. [Knop-Kraft-Vust, lem. 2.2 et pro. 2.3℄).
Le faiseau L étant G−linéarisé, le sous-groupe parabolique Q opère sur la
bre L |z (en le point-base z) via un aratère λ : on appelle e aratère le
poids du faiseau L .
On notera
pic(X) ⊆ X
le sous-réseau des aratères de T qui sont le poids d'un faiseau inversible sur
X .
*
Remarques :
1
o
) Notons Pic(X) et Pic(F ) les groupes de Piard de la variété X et de
son orbite fermée F . Si on note XQ ⊆ X le réseau des aratères de Q, omme
F est isomorphe à la variété de drapeaux G/Q, on a l'isomorphisme :
Pic(F ) ≃ XQ
et pic(X) est l'image de Pic(X) par la restrition :
Pic(X)→ Pic(F ) ≃ XQ ⊆ X .
6De plus, d'après [DeConini-Proesi, pro. 8.1℄, la restrition Pic(X) →
Pic(F ) et don Pic(X) → pic(X) sont injetives, autrement dit un faiseau
inversible sur X est uniquement déterminé par son poids.
2
o
) Si H est le groupe d'isotropie d'un point de la G−orbite ouverte de
X alors, d'après [Brion-Luna-Vust, lemme 2.2℄, pic(X) est le sous-réseau de X
engendré par les aratères dominants λ tels que le G−module simple L(λ) ait
au moins un H−veteur propre.
*
3. Cohomologie des brés en droites
Maintenant que sont xées les notations onernant le groupe G, la variété
magnique X et les faiseaux inversibles sur X , on va énoner le théorème
prinipal de e texte. Il dérit, pour toutes les variétés magniques de rang
minimal, les groupes de ohomologie de tous les faiseaux inversibles.
Théorème 3.1.  Soit X une variété magnique de rang minimal. En tout
degré d ≥ 0 et pour tout faiseau inversible Lλ sur X de poids λ ∈ pic(X), on
a un isomorphisme de G−modules :
Hd(X,Lλ) ≃
⊕
J⊆ΣX
⊕
µ∈(λ+RJ )∩ΩJ
µ+ρ régulier
l(µ)+|J|=d
L(µ+)
où ΣX est l'ensemble (ni) des raines sphériques de X et pour toute partie
J de ΣX ,
RJ :=
∑
γ∈J
Z>0γ +
∑
γ∈ΣX \ J
Z≤0γ
et ΩJ :=
{
µ ∈ pic(X) : {γ ∈ ΣX : (µ+ ρ, γ) < 0} = J
}
.
*
Remarques :
Ce théorème généralise un des résultats de [Kato℄ et [T℄ qui onerne les
ompatiations de groupes adjoints. On retrouve aussi quelques résultats
déjà onnus (dans le adre plus géneral des variétés sphériques) :
 en degré 0 :
H0(X,Lλ) =
⊕
µ
L(µ)
où µ dérit les poids dominants de l'ensemble λ+
∑
γ∈ΣX
Z≤0γ (f. [Brion89,
pro. 2.4℄) ;
7 lorsque λ est dominant tous les groupes de ohomologie supérieure (i.e.
en degré d > 0) sont nuls (f. [Brion90b, 2.1, or. 1℄) ;
 les multipliités des G−modules irrédutibles qui apparaissent dans les
groupes de ohomologie Hd(X,Lλ) peuvent être > 1 (f. [T, 2.2, rem.
6℄) ;
 les multipliités sont bornées par |W |, indépendamment du faiseau Lλ
(en eet, si µ0 est un aratère dominant, les aratères µ tels que µ
+ = µ0
sont tous dans l'orbite W ∗ µ0) (f. aussi [Brion94, th. 3.4℄).
*
(Dualité de Serre)
Notons 2ρX :=
∑
α>0
α non racine de QX
α et posons : J∗ := ΣX \ J et µ∗ := −µ− 2ρX ,
pour toute partie J de ΣX et tout µ ∈ pic(X). On vérie la dualité de Serre
grâe à l'involution :
(J, µ) 7→ (J∗, µ∗)
de l'ensemble P(ΣX)× pic(X) .
3.1. Cas partiuliers. 
3.1.1. Variétés de drapeaux.  Dans le as des variétés de drapeaux X =
G/Q, où Q est un sous-groupe parabolique de G, il n'y a pas de raines
sphériques : ΣX = ∅ et don :
Hd(X,Lλ) =
L(λ+) si l(λ) = d ;0 sinon.
On retrouve don le théorème de Borel-Weil-Bott.
3.1.2. Variétés symétriques omplètes de rang minimal.  Dans e para-
graphe, on suppose que le groupe G est adjoint (i.e. de entre trivial).
Étant donnée une involution θ : G→ G, on note Gθ le sous-groupe :
{g ∈ G : θ(g) = g} .
Chaque espae symétrique G/Gθ admet une unique ompatiation mag-
nique X (f. [DeConini-Proesi℄), appelée une variété symétrique omplète.
Les variétés symétriques omplètes sont des G˜−variétés magniques, pour
le revêtement universel G˜ de G ; et leur rang est minimal uniquement pour les
ouples (G,Gθ) suivants (qui apparaissent dans la liste p. 4) :
(K ×K, diag(K)) , (PGL2n, PSp2n) , (PSO2n, PSO2n−1) , (E6, F4)
(où K est un groupe adjoint) f. [Ressayre℄.
Notons respetivement :
K , PGL2n/PSp2n , PSO2n/PSO2n−1 , E6/F4
8les variétés magniques orrespondantes.
*
Le tableau suivant onerne l'annulation des groupes de ohomologie
Hd(X,Lλ) pour tous les faiseaux inversibles Lλ sur une variété symétrique
omplète X de rang minimal et de dimension N (†) :
X = K d ou N − d = 1, 2, 4
X = PGL2n/PSp2n d ou N − d = 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8
Hd(X,Lλ) = 0
X = PSO2n/PSO2n−1 d 6= 0, 2n− 1
X = E6/F4 d 6= 0, 9, 17, 26
Remarque : La 3ème ligne du tableau est bien onnue puisque la variété
PSO2n/PSO2n−1 est l'espae projetif P
2n−1
.
*
Pour obtenir es annulations, on montre que ertains entiers d ne sont jamais
de la forme l(µ) + |J | pour une partie J de ΣX et un poids µ ∈ ΩJ :
Soit T1 un tore θ−anisotrope maximal i.e. :
∀ x ∈ T1, θ(x) = x
−1
et T1 est maximal pour ette propriété.
Suivant [DeConini-Proesi, 1.1℄, on hoisit un tore maximal T de G qui
ontient T1 ; forément, T est invariant par l'involution θ et si on note T0 la
omposante neutre de T θ := {x ∈ T : θ(x) = x}, on a :
(1) T = T0.T1 .
On note enore θ l'involution induite sur le Q−espae vetoriel X⊗
Z
Q.
Lorsque X est une variété symétrique omplète de rang minimal, on a :
pic(X)⊗
Z
Q =
{
λ ∈ X⊗
Z
Q : θ(λ) = −λ
}
(f. [DeConini-Proesi, 8.1, rem.℄).
On peut aussi hoisir l'ensemble des raines Φ+ tel que :
∀ α ∈ Φ+, θ(α) = α ou θ(α) ∈ −Φ+
(f. [DeConini-Proesi, lem. 1.2℄)
On pose alors Φ0 := {α ∈ Φ : θ(α) = α}, Φ1 := Φ \ Φ0 et Φ
+
1 := Φ1 ∩ Φ
+
.
On note ∆ la base orrespondant à Φ+. On a alors :
ΣX =
{
α− θ(α) : α ∈ ∆ ∩ Φ+1
}
.
(†)
Les variétés K,PGL2n/PSp2n, PSO2n/PSO2n−1, E6/F4 sont respetivement de dimen-
sion : N = dimK, 2n2 − n− 1, 2n− 1, 26.
9On pose ensuite α˜ := α− θ(α) pour toute raine α et :
Φ˜ := {α− θ(α) : α ∈ Φ1} .
En fait, Φ˜ est un système de raines (non forément réduit) dont ΣX est une
base. L'ensemble des raines positives orrespondant est :
Φ˜+ :=
{
α− θ(α) : α ∈ Φ+1
}
.
Soit maintenant µ ∈ pic(X) ; du fait que : θ(µ) = −µ, on déduit que :
{β ∈ Φ+ : (µ+ ρ, β) < 0} = {β ∈ Φ+1 : (µ+ ρ, β) < 0} .
Or, si β ∈ Φ+1 , on a les équivalenes :
(µ+ ρ, β) < 0⇔ (µ+ ρ,−θ(β)) < 0⇔ (µ+ ρ, β˜) < 0 .
Soit l˜(µ) :=
∣∣∣{β˜ ∈ Φ˜+ : (µ+ ρ, β˜) < 0}∣∣∣ .
Lorsque β˜ dérit l'ensemble Φ˜+, les ensembles :
{α ∈ Φ+1 : α˜ = β˜}
restent de même ardinal. En eet, soient β0, β1 ∈ Φ+ ; il résulte de (1) que :
β˜0 = β˜1 ⇔ β0|T1 = β1|T1 .
Mais d'après [Rihardson2, pro. 4.7℄, il existe n ∈ NK(T1) et w ∈W tels que :
n.(β0|T1 ) = β1|T1 et ∀ x ∈ T1, w
−1xw = n−1xn .
Il s'ensuit que :
w.{α ∈ Φ+1 : α˜ = β˜0} = {α ∈ Φ
+
1 : α˜ = β˜1} .
On vérie dans haque as :
X = K,PGL2n/PSp2n, PSO2n/PSO2n−1 ou E6/F4
que le ardinal ommun :
|{α ∈ Φ+1 : α˜ = β˜}|
(β˜ ∈ Φ˜+) vaut respetivement : 2, 4, (2n− 2) ou 8.
Il en résulte pour toute partie J de ΣX que :
l(µ) + |J | =

2l˜(µ) + |J | si X = K,
4l˜(µ) + |J | si X = PGL2n/PSp2n,
(2n− 2)l˜(µ) + |J | si X = PSO2n/PSO2n−1,
8l˜(µ) + |J | si X = E6/F4 .
Enn on utilise que pour une partie J de ΣX et pour un µ ∈ ΩJ , on a les
inégalités :
l˜(µ) ≥ |J | et |Φ˜+| − l˜(µ) ≥ |ΣX \ J |
10
et les équivalenes :
l˜(µ) = 0⇔ |J | = 0 et l˜(µ) = |Φ˜+| ⇔ |J | = |ΣX | .
Q.e.d.
***
3.2. Quelques gures en rang petit.  On traite ii le as des variétés
magniques X , de rang ≤ 2, suivantes :
 (de rang 1) l'espae projetif P2n−1 vu omme ompatiation mag-
nique de l'espae homogène PSO2n/PSO2n−1 et P
7
vu omme om-
patiation magnique de l'espae homogène SO7/G2.
 (de rang 2) les ompatiations magniques des variétés symétriques :
PGL3 × PGL3/PGL3, PGL6/PSp6 et E6/F4.
Sur les gures qui suivent, sont représentés les poids des ensembles ΩJ et RJ
de l'énoné du théorème prinipal ave les notations suivantes ([Wasserman℄) :
 pour les as de rang 1, on a noté γ la raine sphérique de X et ω˜ le
générateur de pic(X) tel que (ω˜, γ) > 0. On a posé λ0 := −
(
(ρ,γ)
(ω˜,γ) + 1
)
ω˜ ∈
pic(X) de sorte que si n ∈ Z on ait :
λ0 + nω˜ ∈ ΩΣX ⇔ n ≤ 0 ;
 pour les as de rang 2, on a noté γ1, γ2 les raines sphériques de X et ω˜1, ω˜2
la base de pic(X) telle que (ω˜i, γi) > 0 et (ω˜i, γj) = 0 si i 6= j sinon. Enn,
on a posé λ0 := −
(
(ρ,γ1)
(ω˜1,γ1)
+ 1
)
ω˜1 −
(
(ρ,γ2)
(ω˜2,γ2)
+ 1
)
ω˜2 ∈ pic(X) de sorte
que si n1, n2 ∈ Z, on ait :
λ0 + n1ω˜1 + n2ω˜2 ∈ ΩJ ⇔ J = {γi : ni ≤ 0} .
Pour les ompatiations de
PSO2n/PSO2n−1, SO7/G2, PGL3 × PGL3/PGL3, PGL6/PSp6 et E6/F4,
λ0 désigne respetivement les poids :
−nω˜ , −4ω˜ , −2ω˜1 − 2ω˜2 , −3ω˜1 − 3ω˜2 , −5ω˜1 − 5ω˜2 .
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λ0
λ0 + ω˜
λ0 + γ
ΩΣX
Ω∅
Figure 1. Les ensembles de poids ΩJ pour les ompatiations
magniques de PSO2n/PSO2n−1 et SO7/G2
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Figure 2. Les ensembles de poids RJ pour les 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Figure 3. Les ensembles de poids ΩJ pour les ompatiations
magniques de PGL3 × PGL3/PGL3, PGL6/PSp6 et E6/F4
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Figure 4. Les ensembles de poids RJ pour les ompatiations
magniques de PGL3 × PGL3/PGL3, PGL6/PSp6 et E6/F4
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On a noté sur haque gure par des • les poids de ΩΣX et RΣX , par des ◦
les poids de Ω∅ et R∅, par des + les poids de Ωγ1 et Rγ1 et par des · les poids
de Ωγ2 et Rγ2 .
***
Fixons maintenant et jusqu'à la n une G−variété magnique X et un
faiseau inversible Lλ de poids λ.
*
Les grandes étapes de la démonstration du théorème prinipal, sont, d'abord,
la déomposition de la variété X en ellules de Bialyniki-Birula (f. la setion
5.1) et des ellules en orbites du Borel, ensuite, le alul de groupes de oho-
mologie à support dans les ellules et dans les orbites du Borel, et enn, pour
passer, de la ohomologie à support à la ohomologie usuelle, la déomposition
d'un omplexe : le omplexe de Grothendiek-Cousin (f. la partie 8.1).
Au ours de ette démonstration, on utilisera notamment deux propriétés
importantes des variétés magniques de rang minimal :
 propriété 1 : La variété X n'a qu'un nombre ni de points xes du tore T .
En eet, X n'a qu'un nombre ni de G−orbites et haque G−orbite ontient
un nombre ni de points xes.
 propriété 2 : La variété X n'a qu'un nombre ni de ourbes T−invariantes
(f. la partie 10 et le lemme 10.1).
Mais avant ela, nous allons établir un résultat sur les raines sphériques des
variétés magniques de rang minimal.
4. Raines et raines sphériques
Il peut arriver qu'une raine sphérique d'une variété magnique soit un mul-
tiple d'une raine de (G, T ). Nous allons montrer, dans ette setion, que ela
est impossible lorsque la variété est de rang minimal. En eet, on a d'abord :
Proposition 4.1.  Il existe un point y de la G−orbite ouverte de X, de
groupe d'isotropie Gy =: H et P un sous-groupe parabolique de G tel que :
1) le groupe NG(H)/H est ni ;
2) H ⊆ P et Ru(H) = Ru(P ) ;
3) T ⊆ P ;
4) l'orbite B.y est ouverte dans X ;
5) la omposante neutre (T ∩H)◦ est un tore maximal de H.
Démonstration : Soient y un point de la G−orbite ouverte de X et H
son groupe d'isotropie.
Comme X est magnique, d'après [Brion-Pauer, or. 5.3℄, le quotient
NG(H)/H est ni.
15
D'un autre té, d'après [Borel-Tits, or. 3.9℄, il existe un sous-groupe
parabolique P de G tel que :
H ⊆ P et Ru(H) ⊆ Ru(P ) .
Comme X est aussi de rang minimal, d'après [Ressayre℄, on peut hoisir P
pour que :
Ru(H) = Ru(P ) .
Ainsi, on a obtenu les propriétés 1) et 2). Mais a priori P ne ontient pas T .
Or, il existe g ∈ G tel que le sous-groupe parabolique gPg−1 ontienne B−.
En remplaçant y par g.y, H par gHg−1, P par gPg−1, 1),2),3) sont vériées
et PB est ouvert dans G.
Puisque la variété homogène G/H est sphérique de rang minimal, il existe
x ∈ G/B xé par un tore maximal de H , appelons-le TH , tel que :
H.x est ouvert dans G/B .
Puisque PB/B est un ouvert de G/B stable par H , x est de la forme :
x = p−1B/B pour un p ∈ P .
Cette fois, en remplaçant y par p.y, H par pHp−1, TH par pTHp
−1
et en
gardant P , 1), 2), 3), 4) sont vériées ave de plus TH ⊆ P ∩B.
Il existe alors a ∈ P ∩B tel que aTHa−1 ⊆ T .
Finalement, en remplaçant y par a.y, H par aHa−1 et en gardant P , 1), 2)
3), 4), 5) sont vériées.
Q.e.d.
On garde H et TH = (T ∩ H)◦ omme dans l'énoné de la proposition
i-dessus. En partiulier, TH est non trivial (sauf si G est trivial). On va dé-
montrer :
Lemme 4.2.  i) Si α est une raine de (G, T ), alors α|TH 6= 0 ;
ii) Si γ est une raine sphérique de X, relativement à B, alors : γ|TH = 0.
Il résulte immédiatement de e lemme qu'auune raine n'est ombinaison
linéaire de raines sphériques.
Démonstration du lemme :
i)
1er as : si H est rédutif :
Dans e as, TH = CH◦(TH) le entralisateur du tore TH dans la omposante
neutre H◦ de H .
Don, pour tout x ∈ G/B, d'après [Rihardson1, th. A℄, le tore TH agit
transitivement sur les omposantes onnexes de l'ensemble de points xes :
(H◦xB/B)TH .
L'ensemble (H◦xB/B)TH est par onséquent ni.
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Or, puisque H est un sous-groupe de G sphérique et de rang minimal, il
existe x ∈ (G/B)TH tel que H◦xB/B est ouvert dans G/B.
L'ensemble ni (H◦xB/B)TH est alors un ouvert non vide de (G/B)TH . On
en déduit qu'au moins une omposante onnexe de (G/B)TH est un point.
Ce point est forément laissé xe par le entralisateur CG(TH) qui est on-
nexe. Le groupe CG(TH) est en onséquene résoluble. Mais ela n'est possible
que si, pour toute raine α de (G, T ), α|TH 6= 0.
2ème as : si H est quelonque :
On hoisit d'abord un sous-groupe parabolique P de G tel que :
T ⊆ P,H ⊆ P,Ru(H) = Ru(P )
(f. la proposition 4.1). On pose ensuite :
L := P/Ru(P ) et K := H/Ru(P ) .
L'espae homogène L/K est enore sphérique et de rang minimal mais de plus,
L et K sont rédutifs.
Le radial de L, R(L), est son entre onnexe don : R(L) ⊆ NG(H)/Ru(P ).
Remarquons que l'on peut onsidérer R(L) omme un sous-tore de T vu que
T ∩Ru(P ) = {1} ; on a don aussi (R(L) ∩H)◦ ⊆ TH/Ru(P ).
Or, le quotient NG(H)/H est ni, don R(L)/(R(L) ∩H)◦ est ni.
Étant donnée une raine α de (G, T ), deux possibilités se présentent :
 soit α
∣∣
R(L) 6= 0,
mais alors, R(L) étant onnexe, ave N := |R(L)/(R(L) ∩H)◦|, on
trouve :
α
∣∣
R(L) 6= 0⇒ Nα
∣∣
R(L) 6= 0
⇒ α
∣∣
(R(L)∩H)◦ 6= 0
⇒ α|TH 6= 0 ;
 soit α
∣∣
R(L) = 0,
mais alors α est en fait une raine de (L, T ) et don α|TH 6= 0 grâe au
premier as traité.
ii)
Une raine sphérique γ de X , relativement à B, est en partiulier un poids de
B opérant dans l'espae k(X) des fontions rationnelles sur X (f. [Luna01,
1.3℄). Autrement dit, il existe une fontion f , non nulle, régulière sur un ouvert
B− stable, V , de X telle que :
∀ b ∈ B, ∀ v ∈ V, f(b−1.v) = γ(b)f(v) .
En hoisissant v = y omme dans l'énoné de la proposition 4.1, on a f(y) 6= 0
et :
∀ t ∈ TH , f(y) = f(t
−1.y) = γ(t)f(y)
⇒ ∀ t ∈ TH , γ(t) = 1
⇒ γ|TH = 0 .
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Q.e.d.
Remarque : Dans le i), lorsque H est semi-simple, pour toute raine α de
(G, T ), α|TH est en fait une raine de (H,TH) (f. [Ressayre, lem. 4.2℄).
5. Déomposition ellulaire
Du fait que la variétéX est projetive et n'a qu'un nombre ni de points xes
du tore T , on déduit que X s'érit omme une réunion disjointe nie d'espaes
anes entrés en les points xes du tore T , les ellules de Bialyniki-Birula :
5.1. Cellules.  Soit x ∈ XT un point xe du tore T .
Étant donné un sous-groupe à un paramètre ζ : k∗ → T , on notera :
X+(x) := {y ∈ X : lim
a→0
ζ(a)y = x}
'est la ellule entrée en x.
D'après [Bialyniki℄, X+(x) est une sous-variété loalement fermée de X qui
est isomorphe à un espae ane.
Plus préisément, l'espae tangent en x, TxX est un T−module et don un
k
∗−module via ζ ; il en résulte une déomposition en k∗−espaes propres :
TxX =
⊕
n∈Z
(TxX)n
ave (TxX)n := {v ∈ TxX : ∀ a ∈ k∗, ζ(a).v = anv}. On pose alors :
(TxX)+ :=
⊕
n>0
(TxX)n et (TxX)− :=
⊕
n<0
(TxX)n .
Ave es notations, la sous-variété X+(x) est T−isomorphe à l'espae ane
(TxX)+.
On utilisera surtout des sous-groupes à un paramètre qui ont le moins de
points xes possibles :
Définition 2.  On dira d'un sous-groupe à un paramètre ζ qu'il est
X−régulier si :
Xζ(k
∗) = XT
et qu'il est dominant si pour toute raine positive α, 〈α, ζ〉 > 0 .
Remarques :
1
o
) Dans le réseau Hom(k∗, T ), le omplémentaire de l'ensemble des sous-
groupes à un paramètre X−réguliers est une réunion de sous-groupes strits.
En partiulier, il existe toujours des sous-groupes à un paramètre X−réguliers
et dominants.
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2
o
) si, par exemple, X est la variété de drapeaux G/B−, alors ζ est un
sous-groupe à un paramètre X−régulier si et seulement si 〈α, ζ〉 6= 0 pour
toute raine α ∈ Φ.
Si ζ est un sous-groupe à un paramètre dominant et X−régulier, on obtient
une déomposition ellulaire nie de X :
X =
⊔
x∈XT
X+(x)
dont les ellules X+(x) sont B−invariantes (ar si b ∈ B, alors :
lim
a→0
ζ(a)bζ(a)−1 ∈ T ).
Remarquons que ette déomposition dépend en général du hoix du sous-
groupe à un paramètre dominant et X−régulier ζ.
On va paramétrer l'ensemble XT :
5.2. L'ensemble des points xes du tore.  Rappelons pour ommener
une aratérisation remarquable des variétés magniques de rang minimal :
Proposition 5.1 ([Ressayre, pro. 2.3℄).  Une G−variété magnique X est
de rang minimal si et seulement si les points xes du tore T sont tous dans la
G−orbite fermée ✷
On peut don paramétrer l'ensemble XT par une partie du groupe de Weyl
W . En eet, soit WQ le groupe de Weyl de (Q, T ) ; on pose :
WQ := {w ∈W : ∀ v ∈ WQ, l(wv) = l(w) + l(v)} .
L'ensemble WQ est un système de représentants du quotient W/WQ et
paramètre l'ensemble des points xes de l'orbite fermée F ≃ G/Q :
XT = {wz : w ∈WQ}
où z est l'unique point xe de Q dans X .
Pour tout w ∈WQ, on noteraX+w := X
+(wz) la ellule entrée en wz ∈ XT .
Alors :
X =
⊔
x∈XT
X+(x) =
⊔
w∈WQ
X+w .
Désormais, un sous-groupe à un paramètre ζ, dominant et X−régulier, est
xé et lorsqu'on onsidérera une ellule C, on sous-entendra que C = X+w pour
un ertain w ∈WQ. En partiulier les ellules onsidérées sont stables par B.
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5.3. Codimension des ellules.  C'est le moment de rappeler (f.
[Luna96℄) que l'ensemble ΣX des raines sphériques de X (f. page 5) est
en bijetion ave l'ensemble des diviseurs limitrophes Di (les omposantes
irrédutibles de X \ X0G).
Plus préisément, pour haque 1 ≤ i ≤ r, le poids γi du faiseau inversible
G−linéarisé OX(Di) est une des raines sphériques ; on les obtient toutes ainsi
et les γi sont deux à deux distints.
Définition 3.  On notera Dγ le diviseur limitrophe de X orrespondant à
la raine sphérique γ (le tore maximal T agit don via le aratère γ sur la
bre OX(Dγ)z).
La proposition qui suit donne en partiulier la odimension des ellules X+w :
Proposition 5.2.  Si w ∈ WQ, alors :
i) pour toute raine sphérique γ ∈ ΣX ,
X+w ⊆ Dγ ⇔ 〈wγ, ζ〉 < 0 ;
ii)
codimXX
+
w = l(w) + |{γ ∈ ΣX : 〈wγ, ζ〉 < 0}| .
Démonstration : Posons x := wz et xons une raine sphérique γ0 ∈ ΣX .
i) L'espae tangent en le point xe x ∈ XT est un T−module qui se déom-
pose :
TxX = TxDγ0 ⊕ TxX/TxDγ0
= TxDγ0 ⊕ OX(Dγ0)x .
La T−droite propre OX(Dγ0)x = OX(Dγ0)wz a pour poids wγ0 selon
T ar OX(Dγ0)z a pour poids γ0 et le faiseau inversible OX(Dγ0) est G−
linéarisé sur X .
Par onséquent :
(TxX)+ =
 (TxDγ0)+ si 〈wγ0, ζ〉 < 0(TxDγ0)+ ⊕ OX(Dγ0)x si 〈wγ0, ζ〉 > 0 .
Comme X+(x) est T− isomorphe à l'espae ane (TxX)+, on en déduit
que :
X+w = X
+(x) ⊆ Dγ0 ⇔ 〈wγ0, ζ〉 < 0 .
ii) La odimension de la ellule X+w est donnée par :
codimXX
+
w = codimXX
+(x)
= dimTxX − dim(TxX)+ = dim(TxX)− .
Or :
(TxX)− = (TxF )− ⊕ (TxX/TxF )− .
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Mais d'une part : (TxF )− = (TwzF )− est un T−module de dimension
l(w) et d'autre part, TxX/TxF est un T−module dont les poids sont ex-
atement les wγ, γ dérivant l'ensemble ΣX des raines sphériques de X .
Don :
dim(TxX)− = l(w) + |{γ ∈ ΣX : 〈wγ, ζ〉 < 0}| .
Q.e.d.
Pour aluler la ohomologie des brés en droites sur X , on va utiliser une
stratiation de X . Malheureusement, en général, la déomposition ellulaire
de X n'est pas une stratiation au sens où l'adhérene d'une ellule n'est
pas toujours une union d'autres ellules. C'est pourquoi on aura besoin d'une
déomposition plus ne de la variété X .
6. Déomposition en orbites du sous-groupe de Borel
6.1. Filtration par une suite de fermés emboîtés.  On utilise la dé-
omposition de X en B−orbites. La variété X ne possède qu'un nombre ni
de B−orbites (f. par exemple [Luna96℄). De plus, haque B−orbite est une
sous-variété ane.
On pose ensuite pour tout entier i :
Zi :=
⋃
B B−orbite
codimX (B)≥i
B .
Puisque le bord B \ B d'une orbite B est une réunion (nie) d'orbites de
odimension stritement supérieure, les Zi sont des sous-variétés fermées de X
telles que :
X = Z0 ⊇ Z1 ⊇ ...
et pour tout i, Zi \ Zi+1 est une réunion disjointe nie de sous-variétés anes
de même odimension : i.
6.2. Lien entre les ellules et les orbites du sous-groupe de Borel. 
Comme les ellules de Bialyniki-Birula (pour un sous-groupe à un paramètre
dominant et X−régulier xé) sont stables par B, haque B−orbite est ontenue
dans une unique ellule.
De plus, on a une paramétrisation des points xes du tore et don des
ellules par WQ. Il en résulte aussi une paramétrisation des B−orbites ar
d'après [Brion-Luna, 2.1 p. 219 et pro. 2.3℄, l'intersetion d'une ellule et
d'une G−orbite est soit vide soit une B−orbite ; on obtient ainsi, de façon
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unique, toutes les B−orbites de X . En résumé, les B−orbites de X sont les
intersetions non vides parmi les
O ∩X+w ,
où O est une G−orbite et w ∈WQ.
7. Étude de ertains groupes de ohomologie à support
Avant de déterminer les groupes de ohomologie Hi(X,Lλ), on s'intéresse
d'abord, en guise d'approximation, aux groupes de ohomologie à support :
HiB(Lλ) et H
i
C(Lλ)
dans une B−orbite B et une ellule C (f. [Grothendiek℄ pour la dénition des
groupes de ohomologie à support dans une sous-variété loalement fermée).
Comme le faiseau Lλ est G−linéarisé sur X , les groupes de ohomologie
à support Hi
B
(Lλ) et H
i
C(Lλ) sont des g−B−modules, -à-d des g−modules
dont l'ation de l'algèbre de Lie de B s'intègre en une ation rationnelle du
groupe B, (f. [Kempf, lem. 11.1℄). On peut dénir et aluler leurs multipliités
selon les g−modules simples de dimension nie.
En eet, soient µ ∈ X un aratère dominant, L(µ) le g− module simple de
plus haut poids µ et χµ : Z(g)→ k son aratère entral (l'anneau Z(g) est le
entre de l'algèbre enveloppante de g). Si M est un g−module, on note Mχµ le
sous-espae propre généralisé assoié à χµ (f. [Dixmier, 7.8.15℄). Si Mχµ est
de longueur nie, on dénit la multipliité de L(µ) selon M par :
[M : L(µ)] := [Mχµ : L(µ)] .
D'après [T, pro. 4.6℄, les groupes de ohomologie Hi
B
(Lλ) et H
i
C(Lλ) ont
leur sous-espae propre généralisé assoié à χµ de longueur nie. De plus, leur
multipliité selon le g−module simple L(µ) est 0 ou 1 d'après le lemme 7.1 qui
suit.
Rappelons que pour haque raine sphérique γ ∈ ΣX , Dγ désigne le diviseur
limitrophe assoié.
Ave es notations :
Lemme 7.1.  Soient µ ∈ X un aratère dominant et L(µ) le g−module
simple de plus haut poids µ. Soient C une ellule de Bialyniki-Birula et B
une B−orbite de X.
i) Si i 6= codimX(C), alors H
i
C(Lλ) = 0.
Si i = codimX(C), alors la multipliité de L(µ) dans le g−module H
i
C(Lλ)
est : [
HiC(Lλ) : L(µ)
]
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=

1 si w−1(µ+ ρ) ∈ λ+ ρ+
∑
γ∈ΣX
C⊆Dγ
Z>0γ +
∑
γ∈ΣX
C 6⊆Dγ
Z≤0γ
0 sinon
où w est l'élément de WQ tel que C = X+w .
ii) Si i 6= codimX(B), alors H
i
B(Lλ) = 0.
Si i = codimX(B), alors la multipliité de L(µ) dans le g−module H
i
B(Lλ)
est : [
HiB(Lλ) : L(µ)
]
=

1 si w−1(µ+ ρ) ∈ λ+ ρ+
∑
γ∈ΣX
B⊆Dγ
Z>0γ +
∑
γ∈ΣX
B 6⊆Dγ
Zγ
0 sinon
où w est l'élément de WQ tel que B ⊆ X+w .
Le point i) déoule de [T, th. 4.1 et th 4.4℄. Le point ii) déoule de [T, pro.
4.6 et th. 4.4℄ et du fait que dans une variété magnique de rang minimal, tous
les points xes du tore T sont dans l'orbite fermée F de G (f. la proposition
5.1).
Maintenant, il s'agit de passer des groupes de ohomologie à support dans
les B−orbites aux groupes de ohomologie usuels
Hi(X,Lλ) .
C'est l'objet de la prohaine partie :
8. De la ohomologie à support à la ohomologie usuelle
8.1. Complexe de Grothendiek-Cousin.  Reprenons la ltration
X = Z0 ⊇ Z1 ⊇ ...
introduite au paragraphe 6.1 ; on va onsidérer les groupes de ohomologie à
support dans les sous-variétés loalement fermées Zi \ Zi+1 : H
i
Zi \ Zi+1
(Lλ),
i ≥ 0. Le résultat suivant est dû à Kempf :
Théorème 8.1 ([Kempf, th. 8.7 (b)℄).  Il existe un omplexe de g−modules :
(2) ...→ HiZi \ Zi+1(Lλ)
di
→ Hi+1Zi+1 \ Zi+2(Lλ)→ ...
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dont le i−ème groupe d'homologie est Hi(X,Lλ).
De plus, pour haque i, le i−ème terme du omplexe se déompose :
(3) HiZi \ Zi+1(Lλ) =
⊕
B
HiB(Lλ)
(somme direte sur les B−orbites B de X telles que codimX(B) = i) ✷
Remarque : Si B et B′ sont deux B−orbites de X de odimensions i et
i+ 1, alors :
 la réunion B ⊔B′ est loalement fermée dans X,
 dans B ⊔B′, B est ouvert et B′ est fermé.
On en déduit don une suite exate longue :
(4) ...→ HiB⊔B′(Lλ)→ H
i
B(Lλ)
di
B,B′
→ Hi+1
B′
(Lλ)→ ...
(f. [Grothendiek, pro. 1.9℄). Ave es notations, dans le théorème i-dessus,
haque diérentielle
di :
⊕
B
HiB(Lλ)→
⊕
B′
Hi+1
B′
(Lλ)
est donné par une  matrie  : (
diB,B′
)
B,B′
où B et B′ dérivent, respetivement, les B−orbites de odimensions i et i+1
dans X (en fait lorsque B′ n'est pas ontenue dans l'adhérene B, di
B,B′ = 0).
8.2. La partie nie du omplexe de Grothendiek-Cousin.  Les
g−modules Hd(X,Lλ) sont en fait des G−modules ar le faiseau Lλ est
G−linéarisé sur X . C'est pourquoi, dans le omplexe de Grothendiek-Cousin :
(5) GC∗ : ...→
⊕
B
HiB(Lλ)→ ...
il sut de ne prêter attention qu'aux multipliités selon les G−modules simples
i.e. selon les g−modules simples de dimension nie.
8.2.1. Déomposition du omplexe suivant les aratères entraux.  Comme
préédemment, soient µ ∈ X un aratère dominant, L(µ) le G−module simple
de plus haut poids µ et χµ son aratère entral.
Si M est un g − B−module, alors on note M(µ) le sous-T−espae propre
assoié au aratère µ du sous-espae propre généralisé Mχµ
(†)
.
Le fonteur ainsi déni :
M 7→M(µ)
vérie :
(†)
Par dénition : M(µ) =
{
m ∈
⋃
n>0
⋂
c∈Z(g) ker(c− χµ(c))
n : ∀ t ∈ T, t.m = µ(t)m
}
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Proposition 8.2.  Si M ′ → M → M ′′ est une suite exate de g −
B−modules alors :
i) la suite d'espaes vetoriels
M ′(µ) →M(µ) →M
′′
(µ)
est enore exate ;
ii) Si Mχµ est de longueur nie alors l'espae vetoriel M(µ) a pour dimen-
sion :
dimkM(µ) = [M : L(µ)]
la multipliité de M selon L(µ).
Démonstration : i) ela résulte du fait que M 7→ Mχµ est un fonteur
exat sur les g−B−modules (f. [Dixmier, 7.8.15℄)
ii) Les g−modules simples qui apparaissent dans une suite de Jordan-Hölder
de Mχµ sont tous de la forme L(w ∗ µ), w ∈ W , le g−module simple de plus
haut poids w ∗ µ.
Or, omme le aratère µ est dominant, parmi les g−modules L(w ∗µ), seul
L(µ) a une multipliité non nulle suivant le poids µ ; en outre ette multipliité
vaut 1. D'où : dimk(M(µ)) = dim(Mχµ)µ = [Mχµ : L(µ)]. Q.e.d.
Par exemple, omme les faiseaux Lλ sont G−linéarisés sur X , les groupes
de ohomologie à supportHiB(Lλ) sont bien des g−B−modules. En appliquant
M 7→M(µ) au omplexe de Grothendiek-Cousin, GC
∗
, on obtient un nouveau
omplexe :
(6) GC∗µ : ...→
⊕
B
HiB(Lλ)(µ) → ...
qui est plus simple : on va voir en eet que e nouveau omplexe se déompose
en une somme direte de sous-omplexes dont on sait aluler l'homologie.
8.2.2. Déomposition du omplexe suivant les ellules.  Pour qu'un mor-
phisme :
diB,B′(µ) : H
i
B(Lλ)(µ) → H
i+1
B′
(Lλ)(µ)
soit non nul, il y a au moins deux onditions néessaires :
(7) B
′ ⊆ B et codimX(B
′) = codimX(B) + 1 = i+ 1
ar di
B,B′ 6= 0 ; et :
(8) HiB(Lλ)(µ) 6= 0 et H
i+1
B′
(Lλ)(µ) 6= 0
(ela se transforme en une ondition ombinatoire sur les poids λ et µ d'après
le lemme 7.1).
En fait, es deux onditions obligent les deux orbites B et B′ à être dans
une même ellule ; autrement dit :
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Lemme 8.3.  Soient B et B′ deux B−orbites de X. Si B et B′ sont dans
deux ellules de Bialyniki-Birula distintes
(†)
, alors l'appliation :
diB,B′(µ) : H
i
B(Lλ)(µ) → H
i+1
B′
(Lλ)(µ)
est nulle (pour haque i).
*
Ce lemme 8.3 est en fait le lemme lef pour aluler la ohomologie du
faiseau Lλ ; admettons-le pour le moment. Sa démonstration, que l'on donne
en la setion 11.2, repose sur l'étude des ourbes irrédutibles et T−invariantes,
dans la variété X (f. les setions 9, 10 et 11).
Un sous-groupe à un paramètre ζ, dominant et X−régulier, étant xé et :
X =
⊔
x∈XT
X+(x)
étant la déomposition ellulaire orrespondante, pour haque i, soit :
(9) Zxi := Zi ∩X
+(x)
('est la réunion des B−orbites B ontenues dans la ellule X+(x) et telles que
codimX(B) ≥ i).
On a alors pour tout i une déomposition :
(10) HiZi/Zi+1(Lλ) =
⊕
x∈XT
HiZxi /Zxi+1
(Lλ) .
Or, le lemme 8.3 arme que pour haque entier i, pour haque point xe
x ∈ XT et pour haque aratère dominant µ ∈ X :
(11) di(µ)
(
HiZxi /Zxi+1
(Lλ)(µ)
)
⊆ Hi+1Zxi+1/Zxi+2
(Lλ)(µ)
autrement dit, le omplexe :
GC∗µ : ...→ H
i
Zi/Zi+1
(Lλ)(µ)
di(µ)
→ Hi+1Zi+1/Zi+2(Lλ)(µ) → ...
se déompose en une somme direte de omplexes :
(12) GC∗µ =
⊕
x∈XT
GC∗µ,x
où pour haque x ∈ XT , on dénit le omplexe :
GC∗µ,x : ...→ H
i
Zxi /Z
x
i+1
(Lλ)(µ)
di(µ)
→ Hi+1Zxi+1/Zxi+2
(Lλ)(µ) → ...
(†)
pour n'importe quelle déomposition ellulaire donnée par un sous-groupe à un paramètre
dominant et X−régulier.
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Mais, 'est aussi, pour haque x ∈ XT , la omposante suivant le aratère
dominant µ du omplexe :
GC∗x : ...→ H
i
Zxi /Z
x
i+1
(Lλ)
dix→ Hi+1Zxi+1/Zxi+2
(Lλ)→ ...
orrespondant à la ltration :
X+(x) = Zx0 ⊇ Z
x
1 ⊇ ...
Remarque : Chaque omplexe GC∗x a don pour homologie :
(13) H∗(GC∗x) = H
∗
X+(x)(Lλ)
et es groupes de ohomologie à support sont donnés par le lemme 7.1.
8.3. Calul de la ohomologie usuelle.  Étant donné que les groupes
de ohomologie Hd(X,Lλ) sont non seulement des g−modules mais aussi des
G−modules, il résulte de (12) et (13), en tout degré d et pour tout poids
dominant µ, l'égalité :
(14)
[
Hd(X,Lλ) : L(µ)
]
=
∑
w∈WQ
[
Hd
X+w
(Lλ) : L(µ)
]
.
Par onséquent, pour terminer la démonstration du théorème 3.1, il s'agit
maintenant de aluler la multipliité selon le g−module simple L(µ) des g −
B−modules
Hd
X+w
(Lλ) .
Fixons un poids µ dominant. Rappelons que ρ désigne la demi-somme des
raines positives.
D'après le lemme 7.1, si on hoisit w ∈ WQ, -à-d un point xe x = wz ∈
XT , alors, d'une part : [
Hd
X+w
(Lλ) : L(µ)
]
= 1
si les deux onditions suivantes sont vériées :
(15) codimX(X
+
w ) = d
et
(16) w−1(µ+ ρ) ∈ λ+ ρ+
∑
γ∈ΣX
X
+
w⊆Dγ
Z>0γ +
∑
γ∈ΣX
X
+
w 6⊆Dγ
Z≤0γ
et d'autre part, dans tous les autres as :[
Hd
X+w
(Lλ) : L(µ)
]
= 0 .
*
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Au passage, notons que la ondition (15) entraîne que w = wν ave :
ν := w−1(µ+ ρ)− ρ ∈ pic(X) .
A priori, suivant la proposition 5.2, la odimension de la ellule X+w et l'in-
lusion (ou non)X+w ⊆ Dγ dépendent du sous-groupe à un paramètre dominant
et X−régulier ζ hoisi pour dénir la déomposition ellulaire. Mais, en fait,
e n'est pas le as lorque w est de la forme wν pour un poids ν ∈ pic(X).
En eet :
Proposition 8.4.  Pour toute raine sphérique γ et pour tout ν ∈ pic(X),
on a :
〈wνγ, ζ〉 > 0⇔ (ν + ρ, γ) > 0 .
Démonstration : Nous verrons plus loin qu'il existe deux raines positives
orthogonales α et β telles que α+ β ∈ Z>0γ et 〈ν + ρ, α∨〉 = 〈ν + ρ, β∨〉 pour
tout ν ∈ pic(X) (f. la remarque qui suit le lemme 10.2 page 36). D'un té,
on en déduit que :
〈wνγ, ζ〉 et 〈wν(α), ζ〉 + 〈wν (β), ζ〉
sont de même signe.
D'un autre té, omme le sous-groupe à un paramètre ζ est dominant et
X−régulier, on a les équivalenes :
(17) 〈wν(α), ζ〉 > 0⇔ wν(α) > 0
(18) 〈wν(β), ζ〉 > 0⇔ wν(β) > 0 .
Mais par dénition de wν , wν(ν + ρ) ∈ X est un poids dominant régulier et
don :
wν(α) > 0⇔ (wν(ν + ρ), wν(α)) > 0
(19) ⇔ (ν + ρ, α) > 0 .
De même :
(20) wν(β) > 0⇔ (ν + ρ, β) > 0 .
Puisque 〈ν + ρ, α∨〉 = 〈ν + ρ, β∨〉, on a : wν(α) > 0⇔ wν(β) > 0. Il résulte
alors de (17), (18), (19), (20) que :
〈wνγ, ζ〉 > 0⇔ 〈wν(α), ζ〉 + 〈wν(β), ζ〉 > 0
⇔ (ν + ρ, α) + (ν + ρ, β) > 0⇔ (ν + ρ, γ) > 0 .
Q.e.d.
*
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Un poids dominant µ et un élément w de WQ étant toujours xés, on garde
la notation ν := w−1(µ+ ρ)− ρ.
D'une part ν + ρ est un aratère régulier et d'autre part, si les onditions
(15) et (16) sont remplies alors, d'après la proposition 8.4 et ave les notations
de l'énoné du théorème prinipal 3.1, on trouve :
ν ∈ (λ+ RJ) ∩ΩJ et l(ν) + |J | = d
ave J := {γ ∈ ΣX : (ν + ρ, γ) < 0}.
Réiproquement, si ν ∈ X (tel que ν+ existe, i.e. tel que ν + ρ soit régulier)
est dans un ensemble de poids :
(λ+RJ ) ∩ ΩJ
pour une ertaine partie J de ΣX , alors le g−module :
Hd
X+w
(Lλ)
ave d := l(ν) + |J | et w := wν ∈WQ a pour multipliité 1 selon le g−module
simple L(ν+).
La formule du théorème prinipal 3.1 :
Hd(X,Lλ) ≃
⊕
J⊆ΣX
⊕
µ∈(λ+RJ )∩ΩJ
µ+ρ régulier
l(µ)+|J|=d
L(µ+)
déoule alors de (14), au début de ette setion.
Le théorème 3.1 est presque démontré.
Il ne reste plus, en eet qu'à vérier le lemme lef 8.3.
Pour ela, on va, dans les deux setions suivantes, d'une part, relier ertains
points xes du tore T par des haînes de ourbes T−invariantes ontenues dans
la variété X ; et d'autre part étudier es ourbes T−invariantes.
Cela permettra de démontrer le lemme 8.3, dans la setion 11.
9. Chaînes de ourbes qui relient deux points xes du tore
Dans ette setion 9, on suppose seulement que X est une variété projetive
munie d'une ation  linéaire  du tore T au sens suivant : il existe un T−module
V tel que X ⊆ P(V ) et tel que l'ation de T sur X provienne de elle de T sur
P(V ).
On rappelle qu'un sous-groupe à un paramètre ν : k∗ → T est X−régulier
si les ensembles de points xes
Xν = {x ∈ X : ∀ a ∈ k∗, ν(a).x = x}
et
XT = {x ∈ X : ∀ t ∈ T, t.x = x}
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sont les mêmes.
9.1. Orientation des ourbes.  Soit ν un sous-groupe à un paramètre
de T qui est X−régulier.
Définition 4.  Si x, x′ ∈ XT sont deux points xes de T , on notera
x
c
→ x′ ou simplement x→ x′
si la variété X ontient une ourbe c fermée, irrédutible, stable par T ,  allant
de x à x′  i.e. : il existe y ∈ c tel que :
lim
a→0
ν(a).y = x et lim
a→∞
ν(a).y = x′ .
Dans ette situation, on notera :
c(0) := x et c(∞) := x′ .
Ces notations dépendent du sous-groupe à un paramètre X−régulier, ν,
hoisi : si on remplae ν par −ν, on éhange c(0) et c(∞).
Exemple : Si on prend pourX la variété de drapeauxG/B−, les points xes
du tore T sont les wB−/B− où w ∈ W . Pour un sous-groupe à un paramètre ν,
dominant et X−régulier (i.e. régulier), et pour w,w′ ∈W , on a l'équivalene :
wB−/B− → w′B−/B−
⇔ w′ = wsα
pour une raine positive α telle que w(α) > 0 (sα ∈ W désigne la réexion
assoiée à la raine α). En partiulier, si wB−/B− → w′B−/B− alors w′ > w
pour l'ordre de Bruhat sur W .
En eet, les ourbes irrédutibles et T−invariantes de G/B− qui passent
par wB−/B− sont de la forme wUαB−/B− où α est une raine positive et
Uα le sous-groupe unipotent de dimension 1 assoié. Or, les T−points xes de
la ourbe wUαB−/B− sont wB
−/B− et wsαB
−/B−. De plus, si w(α) > 0,
alors wB−/B− → wsαB−/B−, tandis que si w(α) < 0, alors wsαB−/B− →
wB−/B−.
9.2. Liaison entre deux points xes du tore.  Ave les notations de
la setion préedente, on a le résultat suivant :
Lemme 9.1.  Soient V un T−module de dimension nie et X une sous-
variété fermée de l'espae projetif P(V ). On munit X de l'ation de T induite
et on suppose que X n'a qu'un nombre ni de points xes pour ette ation.
On xe un sous-groupe à un paramètre X−régulier, ν. Soient x′, x deux
points xes de X.
Si x′ est dans l'adhérene de la ellule X+(x) alors il existe des points xes
x0, ..., xN dans X tels que :
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x = x0 → x1 → ...→ xN = x
′ .
Remarque : Si X est la variété de drapeaux G/B− et si on hoisit un
sous-groupe à un paramètre ν, dominant et régulier, alors :
w′B−/B− ∈ X+w ⇔ w ≤ w
′
pour l'ordre de Bruhat
⇒ ∃ α1, ..., αn ∈ Φ
+ , w < wsα1 < ... < wsα1 ...sαn = w
′
et on a bien une haîne de ourbes :
wB−/B− → ...→ w′B−/B− .
*
Démonstration du lemme : Toute omposante irrédutible de X+(x)
est l'adhérene d'une omposante irrédutible de X+(x). En partiuler, toutes
les omposantes irrédutibles de X+(x) ontiennent x. On peut don supposer
que X = X+(x), quitte à remplaer X par une omposante irrédutible de
X+(x) qui ontient x′.
Si z est un point xe de X , on pose :
X−(z) := {y ∈ X : lim
a→∞
ν(a).y = z} .
Étant donnés deux points xes distints z, z′, on érira :
z ❀ z′ si X+(z) ∩X−(z′) 6= ∅ .
Via le sous-groupe à un paramètre ν, le groupe k∗ agit sur l'espae vetoriel
V ave des poids entiers que l'on peut ordonner.
Pour un point xe x de T , notons νx le poids d'un veteur propre v ∈ V tel
que x = [v] (la lasse du veteur v dans l'espae projetif).
On s'aperçoit que si x❀ x′, alors νx < νx′ (il sut de le vérier dans P(V )).
On en déduit que dans la sous-variété X de P(V ), il n'y a pas de  boules 
i.e. : s'il existe une haîne x0 ❀ x1 ❀ ...❀ xN = x0, alors N = 0.
En partiulier, puisque X n'a qu'un nombre ni de points xes, il existe une
haîne aboutissant à x′ :
(21) x0 ❀ ...❀ xN = x
′
ave un entier N maximal.
On va montrer que x0 = x :
si y ∈ X−(x0) \ {x0}, alors x0 6= lima→0 ν(a).y ❀ x0 e qui ontredit la
maximalité de N . Ainsi, X−(x0) = {x0}. Or, d'après [Konarski℄[th. 3 et bas de
la p. 299℄ :
dimX−(x0) + dimX
+(x0) ≥ dimX .
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Il s'ensuit que dimX+(x0) = dimX et don que X+(x0) = X . Comme X
+(x0)
et X+(x) sont ouverts, ela entraîne que X+(x0) renontre X
+(x) et par on-
séquent que x0 = x.
Montrons maintenant que dans la haîne maximale (21), xi → xi+1 pour
tout 0 ≤ i ≤ N − 1. La ourbe k∗.y pour un y ∈ X+(xi) ∩X−(xi+1) est bien
une ourbe allant de xi à xi+1 mais a priori elle n'est que k
∗−invariante.
Cependant, si z est un point xe du tore T dans X+(xi) ∩X−(xi+1) alors,
omme z ∈ X+(xi), il existe une haîne partant de xi et aboutissant à z :
xi ❀ ...❀ z
et, de même, omme z ∈ X−(xi+1), il existe une haîne aboutissant à xi+1 et
partant de z :
z ❀ ...❀ xi+1 .
Par maximalité de la haîne x0 ❀ ... ❀ xi ❀ xi+1 ❀ ... ❀ xN , il est
néessaire que z = xi ou xi+1. En partiulier, il n'y a que deux points xes
dans X+(xi) ∩X−(xi+1). D'après [Rosenliht℄ ou [Bialyniki, or. 1 p. 497℄,
la sous-variété fermée X+(xi+1) ∩X−(xi) est don irrédutible et de dimen-
sion 1. C'est don une ourbe fermée allant de xi à xi+1 qui, de plus, est
T−invariante ; ainsi xi → xi+1. Q.e.d.
On revient maintenant au as où la variété X est magnique et de rang
minimal.
10. Étude de quelques ourbes invariantes par le tore
Dans la variété magnique de rang minimal,X , il n'y a, en fait, qu'un nombre
ni de ourbes T−invariantes (f. le lemme 10.1 i-dessous). Parmi es ourbes,
elles qui sont inluses dans la G−orbite fermée F sont des ourbes T−invari-
antes d'une variété de drapeaux (ourbes bien onnues : f. [Springer97℄, f.
aussi l'exemple de la setion 9.1). On va plutt s'intéresser aux ourbes T−in-
variantes de X qui sortent de l'orbite fermée F ; on assoiera de telles ourbes
aux raines sphériques γ ∈ ΣX . Après avoir donné des exemples en rang 1, on
établira quelques propriétés des raines sphériques, importantes pour démontrer
le lemme lef 8.3.
10.1. Finitude des ourbes invariantes par le tore.  La variété mag-
nique X étant de rang minimal, ses raines sphériques ne sont pas des multi-
ples de raines (f. le lemme 4.2 (setion 4)). En partiulier, les poids de l'espae
tangent TzX sont deux à deux non proportionnels (en eet, es poids sont les
raines sphériques γ ∈ ΣX et ertaines raines positives α ∈ Φ).
Par onséquent, il n'y a qu'un nombre ni de ourbes irrédutibles et
T−invariantes passant par z ; plus préisément :
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Lemme 10.1.  Soit λ un poids de l'espae tangent TzX. Il existe une unique
ourbe Cλ dans X irrédutible et T−invariante telle que :
z ∈ Cλ et TzCλ = (TzX)λ
l'espae propre de TzX de poids λ.
De plus, la ourbe Cλ est la omposante onnexe de X
(kerλ)◦
qui ontient z.
Enn, toute ourbe T−invariante C de X qui ontient z est l'une des ourbes
Cλ, en partiulier est lisse.
Remarques :
i) On a don une bijetion entre les poids de l'espae tangent TzX et les
ourbes irrédutibles et T−invariantes de X passant par z.
ii) Comme tous les points xes du tore T sont dans la G−orbite fermée
F , toute ourbe irrédutible et T−invariante de X est onjuguée par un
w ∈ WQ à une ourbe irrédutible et T−invariante passant par z.
iii) Dans le adre des variétés de drapeaux, e résultat est bien onnu (f.
par exemple [Springer97℄) : si X est la variété de drapeaux G/B−, alors les
ourbes T−invariantes de X passant par z = B−/B− sont les adhérenes
UαB−/B−, où α dérit l'ensemble des raines positives (Uα désigne le
sous-groupe unipotent de G assoié à la raine α). En eet, les poids de
l'espae tangent TzG/B
−
sont exatement les raines positives et, pour
toute raine positive α, la variété UαB
−/B− est de dimension 1 et on-
tenue dans (G/B−)(kerα)
◦
.
Démonstration : Soit S := (kerλ)◦ ; 'est un sous-tore de T de odimen-
sion 1.
existene : D'après [Bialyniki℄, la sous-variété fermée XS des points xes
de S est lisse et pour tout x ∈ XS :
Tx(X
S) = (TxX)
S = {v ∈ TxX : ∀ s ∈ S, s.v = v} .
Don la omposante onnexe C de XS qui ontient z est une variété lisse,
irrédutible et T−invariante vériant :
TzC = TzX
S = (TzX)
S =
⊕
µ∈X
(TzX)
S
µ
mais, omme S = (kerλ)◦, pour un aratère µ ∈ X :
(TzX)
S
µ = {0}
si µ n'est pas proportionnel à λ ; omme de plus, λ est le seul poids de TzX
proportionnel à λ, on trouve :
TzC = (TzX)λ
qui est de dimension 1. Par onséquent, C est bien une ourbe.
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uniité : Si C est une ourbe irrédutible et T−invariante qui ontient z et
si TzC = (TzX)λ, alors :
(TzC
S) = (TzC)
S = (TzX)
S
λ
= (TzX)λ = TzC .
Mais alors, CS = C et C ⊆ XS : -à-d C est la omposante onnexe de XS
passant par z.
En fait, si C est une ourbe irrédutible et T−invariante de X , alors C est
xée point par point par un sous-tore S de T de odimension 1. Don si la
ourbe C passe par le point z, on a l'inlusion d'espaes tangents :
TzC ⊆ TzX
S = (TzX)
S .
Comme les poids de T dans TzX sont deux à deux non proportionnels, TzC
est forément de dimension 1 et en onséquene, C est lisse. Q.e.d.
10.2. Courbes et réexions assoiées aux raines sphériques. 
Grâe au lemme 10.1, on peut poser la dénition suivante :
Définition 5.  Pour toute raine sphérique γ ∈ ΣX , soit Cγ l'unique ourbe
irrédutible, T−invariante, ontenant z, ontenue dans X telle que :
TzCγ = (TzX)γ .
*
D'après le lemme 10.1, les ourbes Cγ sont exatement les ourbes irré-
dutibles, T−invariantes, passant par z et qui sortent de F .
D'un autre té, haque ourbe Cγ est lisse, isomorphe à P
1
et ontient
deux points xes du tore. Cette remarque permet d'assoier un élément de W
à haque raine sphérique :
Définition 6 (l'élément sγ).  Pour haque raine sphérique γ ∈ ΣX , soit
sγ l'unique élément de W
Q
tel que :
z et sγz
sont les 2 points xes du tore dans la ourbe Cγ. On appellera sγ une réexion
sphérique.
Remarque : En fait, l'élément sγ n'est pas une réexion dans W ; 'est
seulement une réexion omme transformation du réseau pic(X). Eetive-
ment : nous verrons plus tard (f. le lemme 10.2) que s2γ = 1 et d'un autre
té :
(22) sγλ− λ ∈ Zγ
pour tout λ ∈ pic(X).
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En eet, d'après [Brion93, pro. p. 377℄, la diérene des poids des bres en
z et sγz du faiseau inversible Lλ est un multiple de γ, le poids assoié à la
ourbe Cγ reliant z à sγz. Or, les droites
Lλ|z et Lλ
∣∣
sγz
ont pour poids respetifs λ et sγλ, d'où (22).
10.3. Exemples en rang un.  On utilisera ertaines propriétés des raines
sphériques γ et des éléments sγ assoiés (f. le lemme 10.2 de la setion 10.4).
Pour établir es propriétés, on se ramènera au as où X est une variété mag-
nique de rang 1, et même une des variétés magniques étudiées en exemple
i-dessous.
10.3.1. Diagrammes.  Parmi les variétés magniques de rang 1 de [Akhiezer,
table 2 p. 67℄, elles qui sont de rang minimal orrespondent, ave les notations
de [Akhiezer℄, aux diagrammes :
Dn :
α1
• −
α2
◦ −...−
αn−2
◦ <◦αn−1
◦αn (n ≥ 3) ou D2 :
α
•
α′
•
B3 :
α1
◦ −
α2
◦⇐
α3
•
Elles sont munies respetivement de l'ation de Spin2n(k) et de Spin7(k).
Remarque : Les  ronds blans  des diagrammes orrespondent aux raines
simples du groupe rédutif Q/Ru(Q) (Ru(Q) étant le radial unipotent de Q).
En partiulier, les ensembles WQ sont respetivement :
{w ∈W : ∀ i ≥ 2, w(αi) > 0} et W ;
{w ∈ W : w(α1) > 0, w(α2) > 0} .
10.3.2. Desription de l'ation.  Les variétés magniques assoiées aux di-
agrammes i-dessus sont données dans [Akhiezer, pp. 66-67℄. Dans le as du
diagramme Dn, il s'agit de l'espae projetif P
2n−1
(n ≥ 2) et de la quadrique
de dimension 2n− 1 :
Q2n−1 =
{
[z] ∈ P2n : z20 =
n∑
i=1
zizn+i
}
munies d'une ation du groupe Spin2n(k).
Dans le as du diagramme B3, il s'agit de l'espae projetif P
7
et de la
quadrique Q7 (f. i-dessus) munies d'une ation du groupe Spin7(k).
Pour dérire les ations, on note J2n la matrie arrée d'ordre 2n suivante :
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
0 1
.·.
1 0

et SO(J2n) le groupe :{
g ∈ SL(2n,k) : tgJ2ng = J2n
}
qui est isomorphe à SO(2n,k). Le groupe SO(J2n) agit sur l'espae projetif
P
2n−1
via l'ation naturelle de SL(2n,k) et sur la quadrique Q2n−1 par :
∀ g ∈ SO(J2n), ∀ [z0 : z] ∈ P(k× k
2n), g.[z0 : z] = [z0 : g.z] .
Comme Spin(2n,k) est le revêtement universel de SO(J2n) ≃ SO(2n,k) et
omme Spin(7,k) ⊆ SO(J8) (grâe à la représentation spinorielle de dimension
8 de Spin(7,k)), on en déduit les ations de Spin(2n,k) et Spin(7,k).
10.3.3. Orbites.  Les variétés magniques P
2n−1
et Q2n−1, de rang minimal
1, ont haune exatement 2 orbites de G = Spin2n(k) (ou Spin(7,k) pour P
7
et Q8).
Dans le as de P
2n−1
, l'orbite ouverte et l'orbite fermée sont respetivement :
O =
{
[z1 : ... : z2n] ∈ P
2n−1 :
n∑
i=1
zizn+i 6= 0
}
et F =
{
[z1 : ... : z2n] ∈ P
2n−1 :
n∑
i=1
zizn+i = 0
}
dans le as de Q2n−1 e sont respetivement :
O = {[z0 : z1 : ... : z2n] ∈ Q2n−1 : z0 6= 0}
et F = {[z0 : z1 : ... : z2n] ∈ Q2n−1 : z0 = 0} .
Notons r : Spin2n(k)→ SO(J2n) le revêtement universel.
Pour le type Dn, on prend pour tore maximal le tore :
T := r−1 (T2n ∩ SO(J2n))
où T2n est le sous-groupe des matries diagonales de SL(2n,k). Pour sous-
groupe de Borel B−, on prend le groupe :
r−1(B−2n ∩ SO(J2n))
où B−2n est le sous-groupe des matries triangulaires inférieures de SL(2n,k).
Pour le type B3 il sut de remplaer i-dessus r par l'inlusion i :
Spin(7,k)→ SO(J8).
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10.3.4. Raines et réexions sphériques.  Comme les variétés X = P2n−1
ou Q2n−1 sont des G−variétés magniques de rang minimal 1 (pour G =
Spin2n(k) ou Spin7(k) (si n = 3)), elles n'ont qu'une raine sphérique, γ.
En partiulier, par l'unique point xe de B− dans X , noté z, il ne passe
qu'une seule ourbe Cγ , irrédutible, T−invariante et non ontenue dans l'or-
bite fermée F .
On expliite Cγ dans le as de P
2n−1
:
Cγ =
{
[x : 0 : ... : 0 : y] ∈ P2n−1
}
et dans le as de Q2n−1 :
Cγ =
{
[z : x : 0 : ... : 0 : y] : z2 = xy
}
.
La ourbe Cγ joint le point z au point sγz (e qui dénit l'élément sγ ∈WQ).
Dans le tableau i-après, on rassemble pour haque variété magnique, les
points z et sγz.
diagrammes
α1
•−
α2
◦−...−
αn−2
◦ <◦αn−1
◦αn
(n≥3) ou
α
•
α′
•
α1
◦−
α2
◦⇐
α3
•
G Spin2n(k) Spin7(k)
X Q2n−1 P
2n−1 Q7 P
7
z ,
sγz
[0:...:0:1],
[0:1:0:...:0]
[0:...:0:1],
[1:0:...:0]
[0:...:0:1],
[0:1:0:...:0]
[0:...:0:1],
[1:0:...:0]
10.4. Propriétés des réexions sphériques.  Dans le lemme suivant,
sont rassemblées les propriétés des sγ (f. la dénition 6) qui vont servir plus
loin :
Lemme 10.2.  Si γ est une raine sphérique, alors l'élément sγ ∈ WQ or-
respondant vérie :
i) sγ = sαsβ pour ertaines raines positives α, β telles que 〈α, β∨〉 = 0 et
α+ β ∈ Z>0γ ;
ii) sγρ ∈ ρ+ Zγ.
Remarque : L'assertion ii) entraîne 〈ρ, α∨〉 = 〈ρ, β∨〉 ar les raines α et β
ne sont pas proportionnelles et :
ρ− sγρ = ρ− sαsβρ = 〈ρ, α
∨〉α+ 〈ρ, β∨〉β ∈ Z(α+ β) .
Si λ ∈ pic(X) alors on a aussi : 〈λ, α∨〉 = 〈λ, β∨〉 à ause de (22) (f. la
remarque p. 33).
Démonstration : Soit γ une raine sphérique de X .
D'abord, on se ramène au as où X est de rang 1 :
On pose
X1 :=
⋂
j 6=γ
Dj
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(l'intersetion transverse de diviseurs limitrophes Dj 6= Dγ). Remarquons que
X1 est enore magnique de rang minimal ar ses points xes pour T sont dans
l'orbite fermée F (f. [Ressayre, pro. 2.3℄). Au lieu de raisonner dans la variété
X , on peut raisonner dans la variété X1 qui est de rang 1 et dont γ est la raine
sphérique. On suppose don pour la suite de la démonstration que X est de
rang 1.
1ère étape : quelques as partiuliers
Le lemme est vérié pour les exemples de variétés magniques du paragraphe
10.3 :
 l'espae projetif P
2n−1
et la quadrique Q2n−1 munis de l'ation naturelle
de Spin2n(k) ;
 l'espae projetif P
7
et la quadrique Q7 munis de l'ation naturelle de
Spin7(k).
En eet, voii pour haun de es as-là, dans le tableau suivant (qui om-
plète le tableau du paragraphe 10.3), sγρ− ρ et deux raines positives α, β qui
satisfont le i) du lemme :
diagrammes
α1
•−
α2
◦−...−
αn−2
◦ <◦αn−1
◦αn
(n≥3) ou
α
•
α′
•
α1
◦−
α2
◦⇐
α3
•
G Spin2n(k) Spin7(k)
X Q2n−1 P
2n−1 Q7 P
7
α
β
α1+...+αn−1
α1+...+αn−2+αn
ou αα′ si n = 2
α1+α2+2α3
α2+α3
γ α+β2 α+β
α+β
2 α+β
sγ sαsβ
sγρ− ρ (2− 2n)γ (1− n)γ (2 − 2n)γ (1− n)γ
Maintenant, on va réduire la démonstration du lemme à es as partiuliers.
2ème étape : indution parabolique
Rappelons une dénition de [Luna01, 3.4℄
Définition 7.  Soit P un sous-groupe parabolique de G de radial R(P ). Si
X est une P/R(P )−variété magnique, alors on note : G×P X la G−variété
algébrique obtenue omme quotient de G×X sous l'ation de P donnée par :
∀ p ∈ P, ∀ g ∈ G, ∀ x ∈ X, p.(g, x) := (gp−1, p.x) .
La variété G×P X est une G−variété magnique et on dit qu'elle est obtenue
par indution parabolique de X à travers P .
Remarques : 1) En e qui onerne le rang, on a l'équivalene :
38
G×P X est de rang r (resp. de rang minimal)
⇔ X est de rang r (resp. de rang minimal).
2) En fait X est une sous-variété fermée de G×P X ar pour le morphisme
θ : G×P X → G/P , (g, x) mod P 7→ g mod P
X = θ−1(P/P ).
Nous allons voir que l'indution parabolique onserve les propriétés i), ii).
Considérons don une variété magnique X de rang minimal 1 et supposons
que X = G ×Q
′
X pour un ertain parabolique Q′ de G. D'abord, quitte à
onjuguer Q′ par un élément de G, on peut exiger que Q ⊆ Q′. En eet,
l'existene d'un morphisme G−équivariant X = G×Q
′
X → G/Q′ montre que
G/Q′ ontient un point xe pour Q.
On va montrer que si X vérie le lemme 10.2, alors X aussi. Fixons pour
ela les notations suivantes onernant X : soit R(Q′) le radial de Q′ et
G := Q′/R(Q′), T := T/R(Q′) ∩ T, B := B/R(Q′) ∩B,
B− := B−/R(Q′) ∩B−, Q := Q/R(Q′) ∩Q, W := WQ′ = NQ′(T )/T .
Dans G, B est un sous-groupe de Borel et T un tore maximal. Notons Φ le
système de raines orrespondant ave ses raines positives Φ
+
et ses raines
simples ∆. On a alors les inlusions :
Φ ⊆ Φ,Φ
+
⊆ Φ+,∆ ⊆ ∆ .
Remarque : le groupe de Weyl de (G, T ) est W qui est un sous-groupe de
W et on a aussi : W
Q
⊆WQ.
Enn, notons γ l'unique raine sphérique de X (il n'y en a qu'une ar X est
de rang 1).
En fait γ = γ, la raine sphérique de X . En eet, si on note F l'unique
G−orbite fermée de X et F l'unique G−orbite fermée de X , alors d'une part γ
est le poids de T dans TzX/TzF (où z est l'unique point xe de B− dans X) et
d'autre part, γ est le poids de T dans TzX/TzF (où z est l'unique point xe de
B− dans X). Mais puisque l'on a supposé que X = G×Q
′
X, on a z = 1×Q
′
z
et F = G×Q
′
F et don l'isomorphisme de T−modules :
TzX/TzF ≃ TzX/TzF .
Maintenant, vu que γ = γ, les ourbes irrédutibles assoiées à γ dans X et
à γ dans X oïnident. On a par onséquent :
sγ = sγ ∈W
Q
⊆WQ .
Puisque Φ
+
⊆ Φ+, si X vérie le point i) du lemme 10.2, alors X aussi.
Pour le point ii), 'est moins immédiat.
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On va utiliser les poids fondamentaux (ωδ)δ∈∆.
Comme ∆ ⊆ ∆, on peut érire :
ρ =
∑
δ∈∆
ωδ =
∑
δ∈∆
ωδ +
∑
δ∈∆ \∆
ωδ
= ρ+ π
où ρ est la demi-somme des raines positives de Φ et où π :=
∑
δ∈∆ \∆
ωδ.
On a alors :
sγ(ρ)− ρ = sγ(ρ)− ρ
= sγ(ρ)− ρ+ sγ(π)− π .
Mais pour haque α ∈ ∆ :
sαπ = π − 〈π, α
∨〉α
= π −
∑
δ∈∆ \∆
〈ωδ, α
∨〉α
= π .
Don, pour tout w ∈ W , wπ = π et en partiulier :
sγπ = π
ar sγ ∈ W .
Ainsi, on trouve que :
sγρ− ρ = sγρ− ρ .
Finalement, si X vérie ii), alors X aussi.
Pour onlure ette démonstration, on utilise que toute variété magnique
de rang 1 est une indution parabolique
G×P X
où X est une des variétés magniques étudiées en exemple i-dessus :
P
2n−1
ou Q2n−1
munie de l'ation de Spin2n(k) ou enore
P
7
ou Q7
munie de l'ation de Spin7(k). En eet, e sont les seules variétés magniques
de rang minimal 1 qui apparaissent dans [Ressayre, th. A℄ (f. aussi le tableau
[Wasserman, table 1, p. 381℄ et [Wasserman, lemme 2.2, déf. 2.3, p. 379℄).Q.e.d.
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11. Retour sur le lemme lef
Rappelons qu'est xé un sous-groupe à un paramètre ζ : k∗ → T dominant
et X−régulier de sorte que :
Xζ = XT
et les ellules positives X+(x), x ∈ XT , sont toutes B−stables.
11.1. Rappel des hypothèses.  La situation qui nous intéresse (f. la
ondition (7) page 24) est elle de deux B−orbites B et B′ dans X dans la
position relative suivante :
(23) B
′ ⊆ B et codimXB
′ = codimXB + 1 = i+ 1 .
et on supppose de plus que le morphisme :
(24) diB,B′(µ) : H
i
B(Lλ)(µ) → H
i+1
B′
(Lλ)(µ)
est non nul.
Notre objetif est de démontrer le lemme lef 8.3 -à-d que B et B′ sont
deux B−orbites de la même ellule.
Pour ela, on note O, O
′
les G−orbites de B, B′ et w,w′ les éléments de
WQ tels que :
B = X+w ∩ O et B
′ = X+w′ ∩ O
′ .
Rappelons que X+w et X
+
w′ sont les ellules entrées en les points T−xes :
wz et w′z.
Il s'agit don de démontrer que w = w′ si les hypothèses (23) et (24) sont
vériées.
11.2. Démonstration du lemme lef.  On va proéder en plusieurs
étapes.
Comme B′ ⊆ B, on a forément : w′ ∈ X+w . Or :
Proposition 11.1.  Soient w,w′ ∈WQ.
Si w′z ∈ X+w , alors :
l(w′) ≥ l(w) .
Remarque : Cela est bien onnu dans le as des variétés de drapeaux.
Démonstration :
D'après [Brion98, th. 1.4 (ii)℄, X+w intersete F , l'orbite fermée de X , pro-
prement dans G.X+w -à-d : toutes les omposantes irrédutibles de
X+w ∩ F
sont de dimension dimX+w + dimF − dimG.X
+
w .
Or, X+w ∩ F est une de es omposantes (ar X+w ∩ F est un ouvert de
X+w ∩ F ). Don :
dimX+w ∩ F = dimX
+
w ∩ F = dimBwz .
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D'un autre té :
w′z ∈ X+w ⇒ Bw
′
z ⊆ X+w ∩ F
d'où : dimBw′z ≤ dimBwz.
Q.e.d.
En utilisant que B′ ⊆ B et aussi que codimX(B′) = codimXB + 1 on
trouve :
Proposition 11.2.  On a l'alternative suivante :
(25) l(w′) = l(w) + 1 et dimO ′ = dimO
ou bien
(26) l(w′) = l(w) et dimO ′ + 1 = dimO .
Démonstration :
Puisque B = X+w ∩ O et omme X
+
w intersete proprement F dans O
([Brion98, th. 1.4 (ii)℄), on a les égalités :
dimB = dimO − codimO(B)
= dimO − codimF (X
+
w ∩ F )
= dimO − codimF (Bwz)
= dimO − l(w) ;
et de même :
dimB′ = dimO ′ − l(w′) ;
d'où :
dimO − dimO ′ + l(w′)− l(w) = 1 .
Or, d'une part l'inlusion :
O
′ = G.B′ ⊆ G.B = O
entraîne que :
dimO − dimO ′ ≥ 0 ;
et d'autre part, d'après la proposition 11.1 :
l(w′)− l(w) ≥ 0 .
Q.e.d.
Pour les deux dernières propositions, on a seulement utilisé l'hypothèse :
B
′ ⊆ B et codimXB
′ = codimXB + 1 .
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Continuons : puisque w′z ∈ X+w , d'après le lemme 9.1, il existe, dans la variété
X , une haîne de ourbes, ci, T−invariantes, irrédutibles (et fermées) qui
relient wz à w′z :
(27) wz = x0
c0→ x1
c1→ ...xN
cN→ xN+1 = w
′
z .
Cette notation signie que les ourbes ci  vont toutes dans le même sens 
i.e. :
∀ i, ci(0) = xi et ci(∞) = xi+1
(où l'on rappelle que pour un point quelonque y ∈ ci \ c
T
i ,
ci(0) := lim
a→0
ζ(a).y et ci(∞) := lim
a→∞
ζ(a).y
pour le sous-groupe à un paramètre ζ qui a servi à dénir la déomposition
ellulaire X =
⊔
w∈WQ
X+w ).
Comme tout point xe x ∈ XT érit de manière unique x = σz pour un
ertain σ ∈ WQ, on notera dorénavant :
l(x) := codimF (B.x) = l(σ) .
On aura besoin du résultat suivant :
Proposition 11.3.  Soit X une variété magnique de rang minimal.
Alors, pour tout λ ∈ pic(X) tel que λ + ρ est régulier et pour toute raine
sphérique γ de X, on a :
(28) |l(wλ)− l(wλsγ)| = |l(λ)− l(sγ ∗ λ)| ≥ 2
Démonstration : La première égalité a lieu par dénition de l(λ), on va
démontrer la minoration.
D'après le lemme 10.2 (p. 36), il existe 2 raines positives et orthogonales α
et β telles que :
α+ β ∈ Zγ et sγ = sαsβ .
Or on sait que, pour tout λ ∈ pic(X), sγλ−λ ∈ Zγ et que sγρ− ρ ∈ Zγ (f.
(22) p. 33 et le lemme 10.2, ii)).
Don :
sγ ∗ λ− λ = sγ(λ+ ρ)− λ− ρ
= −〈λ+ ρ, α∨〉α− 〈λ+ ρ, β∨〉β ∈ Zγ .
Mais, on a forément :
(29) 〈λ + ρ, α∨〉 = 〈λ+ ρ, β∨〉
(f. la remarque qui suit le lemme 10.2).
En outre, puisque λ + ρ est un aratère régulier, 〈λ + ρ, α∨〉 > 0 ou 〈λ +
ρ, α∨〉 < 0.
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Mais alors, le premier as entraîne :
l(sγ ∗ λ) = l((sαsβ) ∗ λ) > l(sβ ∗ λ) > l(λ)
et le deuxième entraîne :
l(sγ ∗ λ) = l((sαsβ) ∗ λ) < l(sβ ∗ λ) < l(λ) .
On onlut, dans tous les as, que :
|l(sγ ∗ λ)− l(λ)| ≥ 2 .
Q.e.d.
Maintenant, on va utiliser l'hypothèse :
HiB(Lλ)(µ) et H
i+1
B′
(Lλ)(µ) 6= 0 .
On raisonne par l'absurde : on suppose que w 6= w′ i.e. : la haîne (27) est
non triviale (N ≥ 0).
Il ne reste plus que trois étapes :
1
o
dans la haîne (27), la ourbe c0 est ontenue dans l'orbite fermée F ;
2
o
dans la haîne (27), N = 0 ;
3
o
Contradition !
1ère étape : Pour la suite de points xes de la haîne de ourbes (27), on
a grâe aux propositions 11.1 et 11.2 les inégalités :
(30) l(w) = l(x0) ≤ l(x1) ≤ ... ≤ l(xN ) ≤ l(xN+1) = l(w
′) ≤ l(w) + 1 .
De (30), il déoule alors que :
(31) 0 ≤ l(x1)− l(x0) ≤ 1 .
Si la ourbe c0, qui relie x0 à x1, n'est pas ontenue dans l'orbite fermée F ,
alors, d'après le paragraphe 10.2, il existe une raine sphérique γ0 telle que :
c0 = wCγ0
(Cγ0 est la ourbe irrédutible et T−invariante assoiée à γ0). Don :
(32) x0 = wz et x1 = wsγ0z .
Or, e w tel que x0 = wz n'est pas un élément quelonque de W
Q
.
En eet, pour que la omposante
HiB(Lλ)(µ)
ne soit pas nulle (i.e. pour que le g−module simple L(µ) ait une multipliité
non nulle dans le g−module Hi
B
(Lλ)), il est néessaire, selon le lemme 7.1,
que :
µ+ ρ = w(λ + ρ+
∑
γ
nγγ)
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où
∑
γ
nγγ est une ombinaison linéaire à oeients entiers de raines
sphériques.
En partiulier, w est de la forme w = wλ′ pour un ertain λ
′ = λ+
∑
γ nγγ ∈
pic(X) tel que λ′ + ρ est régulier (rappelons que pour un tel λ′, wλ′ est le seul
élément de W pour lequel wλ′(λ
′ + ρ) est dominant et régulier).
On en déduit que : wsγ0 = wλ′sγ0 ∈ W
Q
: en eet, si α ∈ Φ+ est aussi une
raine de Q, alors :
wλ′sγ0(α) > 0⇔ (µ+ ρ, sγ0(α)) > 0
⇔ (wλ′(λ
′ + ρ) , wλ′sγ0(α) ) > 0
⇔ ( λ′ + ρ , sγ0(α) ) > 0
⇔ ( sγ0λ
′ , α ) + ( ρ , sγ0(α) ) > 0 .
Mais d'une part, omme sγ0λ
′ ∈ pic(X) (f. (22) dans la remarque p. 33),
sγ0λ est un aratère de Q (et pas seulement de T ) et don : (sγ0λ
′, α) = 0.
D'autre part, par dénition :
sγ0 ∈W
Q ⇒ sγ0(α) > 0⇒ (ρ, sγ0(α)) > 0 .
Ainsi, on a montré que wsγ0(α) > 0 pour toute raine positive α qui est
aussi raine de Q, i.e. :
(33) wsγ0 ∈ W
Q .
Il résulte alors de (32) et de (33) que :
|l(x0)− l(x1)| = |l(w)− l(wsγ0)|
= |l(wλ′)− l(wλ′sγ0)|
= |l(λ′)− l(sγ0 ∗ λ
′)| ≥ 2
omme le montre la proposition 11.3, ar λ′+ρ est régulier. Cela ontredit (31)
et en onséquene, la ourbe c0 est ontenue dans l'orbite fermée F .
2ème étape : N = 0.
On déduit de la 1ère étape que :
dimB.x0 6= dimB.x1 i.e. l(x0) 6= l(x1)
ar maintenant, x0 et x1 sont les deux point xes d'une ourbe T−invariante
dans F qui est une variété de drapeaux et B.x1 ⊆ B.x0.
En onséquene :
l(x1)− l(x0) = 1 .
Pour les mêmes raisons, la ourbe cN est inluse dans F et :
l(xN )− l(xN+1) = 1 .
Mais d'après les inégalités (30), ela n'est possible que si N = 0.
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3ème étape : Forément w = w′.
D'après la 2ème étape, tout se passe dans la variété de drapeaux F ≃ G/Q
où z est le point Q/Q et :
x0 = wz , x1 = w
′
z , l(w′) = l(w) + 1
et surtout, les points wz et w′z sont reliés par une ourbe irrédutible et
T−invariante de G/Q. Comme dans G/Q, les ellules de Bialyniki-Birula et les
B−orbites oïnident, on en déduit que Bw′z est une B−orbite de odimension
1 dans Bwz. Il existe par onséquent une raine α ∈ Φ telle que :
(34) w′ = wsα .
Or, puisque la omposante HiB(Lλ)(µ) est non nulle, d'après le lemme 7.1,
il existe un ertain poids a ∈
∑
γ∈ΣX
Zγ, ombinaison à oeients entiers de
raines sphériques, tel que :
(35) w−1(µ+ ρ) = λ+ ρ+ a
De même, w′ vérie :
(36) w′
−1
(µ+ ρ) = λ+ ρ+ a′
pour un a′ ∈
∑
γ∈ΣX
Zγ.
En faisant la diérene (36) - (35) et en utilisant (34), on trouve :
sαw
−1(µ+ ρ)− w−1(µ+ ρ) = a′ − a ,
i.e. 〈µ+ ρ, (wα)∨〉α = a′ − a , d'où :
(37) α ∈
∑
γ∈ΣX
Qγ
ar, le aratère µ+ ρ étant dominant régulier, (µ+ ρ, wα) 6= 0.
Mais ela est impossible ! ar omme X est magnique de rang minimal, on
a :
Φ
⋂ ∑
γ∈ΣX
Qγ
 = ∅
(f. le lemme 4.2 de la setion 4).
***
Je remerie tout partiulièrement Mihel Brion pour ses remarques et om-
mentaires très lairs ansi que Niolas Ressayre pour des disussions très utiles.
Index
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(TxX)−, partie négative de l'espae tan-
gent en x, 17
(TxX)+, partie positive de l'espae tan-
gent en x, 17
Cγ , ourbe assoiée à la raine sphérique
γ, 33
Dγ , diviseur limitrophe assoié à la raine
sphérique γ, 19
F , unique G−orbite fermée de X, 4
J2n, 34
L(λ), G−module simple de plus haut
poids λ, 3
M(µ), µ−espae propre de l'espae propre
généralisé selon le aratère entral
χµ, 23
QX = Q, sous-groupe parabolique assoié
à X, 5
Ru(Q), radial unipotent de Q, 34
WQ, 18
WQ, groupe de Weyl de Q, 18
X+(x), ellule entrée en x, 17
X+w , ellule entrée en wz, 18
ΣX , ensemble des raines sphériques de
X, 5
g− B−module, 21
λ+, 3
pic(X), 5
l(λ), 3
l(x), 42
sγ , réexion sphérique, 33
wλ, 3
x
c
→ x′, ourbe c reliant x à x′, 29
P(ΣX), l'ensemble des parties de ΣX , 7
NG(H) le normalisateur de H dans G , 14
C
ellules, 18
D
diviseur limitrophe, 4
dominant, 3, 17
M
magnique, 3
P
poids d'un faiseau inversible, 5
point-base, 5
R
réexion sphérique, 33
régulier, 3
raines sphériques, 5
rang, 4
rang minimal, 4
S
sphérique (variété), 2
symétrique omplète (variété), 7
T
tore anisotrope, 8
X
X-régulier , 17
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